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1 Avant-propos

Soit X une variété complexe lisse. Le but de cet exposé est de montrer qu'un faisceau
localement libre sur X muni d’une connexion plate (ou fibré plat) donne lieu a un systeme
local sur X. Dans la suite de ce document :

— on utilisera de maniere interchangeable les notions de fibré vectoriel et de Ox-module

localement libre (de rang fini),

— par "localement”, on entend ”en restriction a un ouvert de carte trivialisant le fibré”,

— tout ce qui sera établi marche dans le cadre lisse comme dans le cadre holomorphe

2 Retour aux équations différentielles

Notre tout premier exemple ayant permis de mettre en évidence les phénomenes de
monodromie était 1’étude d’équations holomorphes linéaires sur le disque unité. Dans la suite,



on va considérer le cas légerement plus général d'un systeme linéaire holomorphe d’ordre 1
(c.f. une remarque ultérieure) a une variable de la forme
du
— =A(z)u surUCC
dz (2) -
avec u: U — C™ et A: U — End(C™) holomorphes.
On veut déterminer la structure des solutions de ce systeme.

Idée @ : on applique Cauchy-Lipschitz dans le cas réel et on étend le résultat au cas complexe,
puis on prolonge analytiquement les solutions le long de chemins dans U. Cependant, deux
prolongement peuvent ne pas coincider dans le cas de chemins non-homotopes. En revanche,
si les chemins sont homotopes, on peut montrer que les prolongements sont les mémes. En
particulier, on dispose de solutions sur les ouverts simplement connexes et Cauchy-Lipschitz
nous dit que les germes de ces solutions forment un espace vectoriel de dimension m en tout
point de U. De plus, on vérifie que les applications de transition entre ces espaces vectoriels
sont localement constantes.

Autrement dit, dans le langage introduit lors de I'exposé précédent, les solutions de ce
systeme holomorphe forment un systeme local sur U. (quand on y pense, ¢’est une maniere
de reformuler les conséquences du théoreme de Cauchy-Lipschitz!)

Ainsi, on a obtenu un systeme local a partir d’'un systeme linéaire holomorphe. Le reste de
I’exposé a pour objectif de généraliser ce résultat en dimension supérieure et dans le cadre
global des variétés. Pour ce faire, nous introduisons I'objet mathématique prévu a cet effet :
les connexions.

3 Connexions

On arrive a la notion centrale de cet exposé, celle de connexion. Commencons tout d’abord
par quelques motivations.

3.1 Motivations
3.1.1 Physique mathématique (géométrie riemannienne)

Sans avoir besoin de faire des rappels extensifs sur les notions de base en dynamique, il
est bien connu que 'accélération d’un systeme physique s’obtient en dérivant sa vitesse par
rapport au temps. Le calcul se méne assez aisément dans un espace vectoriel (usuellement R3)
mais semble étre plus subtil si on se place dans le cadre d’une variété riemannienne (M, g).
En effet pour une trajectoire tracée dans M, on ne peut pas ”"dériver” le champ des vitesses
naivement car les vecteurs vitesses ne vivent pas dans les mémes espaces (chacun étant un
élément de la fibre du fibré tangent au dessus de points de M). On résout ce probleme grace
aux connexions qui vont justement permettre de ”connecter” les différents espaces tangents
(de maniere compatible avec la métrique). Plus généralement, dans ce cadre, une connexion
affine est une application V qui a deux champs de vecteurs X et Y sur M va associer un
troisieme champ de vecteurs noté VxY qui s’interprete comme ”la dérivée de Y dans la



direction de X”. Mentionnons que toute variété riemannienne admet une (unique) connexion
affine compatible a la métrique : c’est la fameuse connexion de Levi-Civita.

Ainsi, si v est une trajectoire tracée dans M, on retrouve I'expression attendue de I’accélération
le long de v : a = V57 (pour plus de détails, voir [LeeRM]).

De plus, si 7 est un chemin reliant des points zy et z; de M, il induit un isomorphisme
linéaire entre T, M et T, M : c’est le transport parallele. En particulier, on remarque que
la monodromie suit le méme principe, ou les chemins considérés sont en fait des lacets et
ce ne sont plus des vecteurs tangents qui sont transportés mais des solutions d’équation
différentielle.

3.1.2 Géométrie différentielle, analyse sur les variétés

Dans le cadre de I’étude d’équations différentielles (ou holomorphes) linéaires et plus
généralement de systemes linéaires différentiels (ou holomorphes), la notion de connexion
permet de ”globaliser” ces objets : ils forment le modele local de la connexion (de la méme
maniere que les espaces euclidiens sont le modele local des variétés lisses).

Enfin, les connexions peuvent étre interprétées comme une extension de la différentielle
extérieure pour des formes a coefficients dans un fibré vectoriel quelconque (et plus uni-
quement le fibré trivial). En particulier, on obtient ainsi des complexes de De Rham ”étendus”.

Enfin, dans un langage plus faisceautique, les "bons” objets généralisant la notion d’opérateur
différentiel seront les ” Dx-modules”, peut-étre abordés ultérieurement dans le cadre du
groupe de travail.

3.2 Définitions et exemples

Définition. Soit X une variété complexe lisse et F un Ox-module localement libre de rang
fini. Une connexion sur JF est un morphisme de faisceaux Cx-linéaire

V. F— Qk ®0, F
tel que pour toutes sections ¢ de Ox et f de F, on a l'identité suivante :

V(ef)=do® f+oV(f)
appelée "regle de Leibniz”. On note une telle donnée (F, V).

Une fois les objets définis, le réflexe de tout bon mathématicien ayant des penchants
catégoriques est de demander ”Quid des morphismes ?”. On y vient.

Définition. Un morphisme de connexions 6 : (F,V) — (F',V’) est un morphisme Ox-



linéaire qui commute aux connexions faisant commuter le carré suivant :
v
F—— QL eF
0 id®e
/ 1 /
_—
F = Qy @ F

Exemple. Si F = 0%, alors d : O — Q% @ OF ~ (Q%)®" est bien une connexion, qu’on
pourrait appeler ”connexion triviale (de rang r)”.

Exemple. Toujours pour F = OF, soit V une connexion quelconque. Alors, d’apres la régle
de Leibniz, on a :

(V—d)(¢f) =déxT+¢ Vf —ddxf —¢df
= ¢ x (V=d)(f)

Donc : (V — d) est Ox-linéaire.
Ainsi, localement, une connexion sera de la forme

ol () est une matrice de 1-formes, appelée matrice des formes associée a V.

Remarque. Si dim(X) =1, A = —Q et f est une section telle que V(f) = 0, alors f est
solution du systeme différentiel

f'=Af

qui n’est pas sans rappeler I'exemple étudié au Chapitre 2.

Remarque. En fait, si on étudie une équation différentielle d’ordre supérieur a 1 (a une ou
plusieurs variables), on peut toujours se ramener a un systeme différentiel d’ordre 1, ce qui
justifie qu’on se soit contenté de ce cas précédemment.

A présent, en gardant en téte la motivation que les connexions sont une généralisation de
la différentielle extérieure, on veut étendre la définition aux formes de degrés supérieurs.

Définition. Pour p > 1 entier, on pose :
1
VPO @ F — QX @ F
morphisme Cx-linéaire vérifiant aussi une regle de Leibniz
VI(w® f) =dw® f+ (=1)"w AV(f)

On peut montrer que cette extension est bien définie car V?(¢pw ® f) = VP(w ® ¢ f) et est
unique.



On définit a présent une propriété pour les connexions qui sera I’hypothese clé du théoreme

final.

Définition. On appelle courbure de la connexion V le morphisme
Ry =V'oV:F —Q¥®F

On dit que V est plate (ou intégrable) si Ry = 0.

Remarque. Variante en géométrie différentielle : V est plate si V(xy) = [Vx,Vy], ou Vx
est la ”dérivée covariante dans la direction de X”.

Remarque (Bonus). Si (F, V) est une connexion plate, alors pour tout p on a V7™ o V7 = 0.
On obtient ainsi un complexe de de Rham ”étendu a F” :

Q% @FV):FS ohorF L er S . oinXgr

4 Expressions locales

4.1 Connexion

On sait déja que, localement, une connexion V prend la forme suivante : V =d + €2, ot d
est la différentielle extérieure et €2 la matrice des formes. En coordonnées, on peut écrire :

Les coefficients Ff; ; qui apparaissent ici sont nommés "symboles de Christoffel”.

4.2 Courbure

Pour la courbure, on calcule avec la définition en utilisant ’écriture locale de la connexion
(et en faisant attention aux changements de nom de variables muettes dans certaines des
égalités). On rappelle que pour e, un vecteur de base dans une trivialisation de F, on a
V(ea) =3, wya €4 Soit f une section de F. On calcule :

Ry (f) =V'oV(f)

(g per))

e

o

B

Z(Z (dfsAwas + dwas A f3) €a ZM% szﬁwaﬁ/\wvae'y)



ZZfB dwa,p €a — ZZng Wa s A Wy o €y

B

- Z (Z (fﬁ dwy,s — Z JsWa,p N\ w%a>> ey
Y B «a

- Z Z f <dw7:ﬁ + Zw'}’,a A wa,ﬁ) e
v «a

B

En plissant suffisamment les yeux, on s’apercoit que l’expression obtenue correspond a
'application d'une certaine matrice a f dont les coefficients dans la base (e, ) sont de la forme

Rij=dwij+ Y wik Aw;
k

Le terme de droite ressemble furieusement a la formule des coefficients d’un produit matriciel :
ce n’est pas un hasard car ici les coefficients sont des formes, en particulier leur produit est
bien le produit extérieur! Finalement, on trouve localement une formule pour la courbure en
fonction de la matrice des formes :

Ry =dQ+QAQ]

Enfin, on peut exprimer ’égalité ci-dessus en termes des symboles de Christoffel, en identifiant
les coefficients des entrées de la matrice Ry dans la base (dz, A dzg) :

Ri,j = dwi’j —I— Zu}i’k A\ wkd'
k
= Z Zaal“’f:j dx, A dxg + Z <Z Fiofk dzy A Z Ff,j dzﬁ)
a B k a B
=3 <aar§fj +) rgkrfyj> dag A dag
a,B k
= Z <(8QF’§]. - aﬁﬁj) + Z <ngrf,j - FfJ%)) dze A dzg
k

a<f
A

-~

::Ri,j,a,B
En particulier, on a

Vplate &= Ry=0 <= R;j=0 <= R;jag=0

5 De Conn(X) vers Loc(X)

Comme on I’a entrapercu dans un exemple précédent, les sections qui vont nous permettre
de retrouver localement des systemes différentiels sont celles qui sont annulées par V.

Définition. On note FV = Kerc(V). C'est le sous-faisceau des sections horizontales.
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On arrive enfin au résultat clé de cet exposé :
Théoréme. Si (F,V) est plate, alors FV est un systéme local.

On va tenter d’adapter la démonstration de [Voi02, lemme 9.12]. La preuve fait appel a
un résultat donnant une condition nécessaire et suffisante a I'existence de courbes intégrales
de dimensions supérieures (les "sous-variétés intégrales”) : le théoréme de Frobenius. Tous les
outils nécessaires sont présentés dans [LeeSM, Chapitre 19].

Définition.
— Une distribution D sur une variété lisse X est un sous-fibré du fibré tangent,

— D est involutive si pour toute paire de champs de vecteurs X et Y locaux a valeurs
dans D, leur crochet est localement a valeurs dans D, (autrement dit D est stable par
crochet),

— Si D est une distribution sur X, une sous-variété immergée N C X est appelée
sous-variété intégrale de D si pour tout point p € N, on a T,N = D,,

— D sur X est dite intégrable si tout point de X est contenu dans une sous-variété
intégrale

Lemme (Frobenius). Soit D une distribution. Si D est involutive, alors D est (complétement)
intégrable.

Démonstration du théoréme. On veut montrer que F est un systéme local. Considérons F
I’espace étalé de F, c’est un fibré vectoriel car F est localement libre. On va construire une
distribution sur F' et montrer qu’elle est involutive.

Etape 1 : Construction de D

On considere un ouvert U C X trivialisant F' et TX d.e. Fjy =U x C™ et TX |y = U x C".
On fixe une section ¢ de I’ sur U. Alors on dispose de deux applications do, Vo : TX — TF
(a priori, Vo doit étre a valeur dans F' mais on considere I'inclusion naturelle F' — TF via la
section nulle). On peut alors poser :

D = Im(do — Vo)

Par la regle de Leibniz, D est indépendant du choix de o. Si on fixe un repere local (0, )iz1,...n

de TU, on peut calculer 'image de ces vecteurs de base par do — Vo pour obtenir une famille
de champs X}, qui engendrent localement les champs a valeurs dans D.

Etape 2 : Calcul de Xj




Notons o : x + (z,y(z)) avec y : Uy, .2, — CIi . les coordonnées de o. Alors :
Vo = Z V(y,e;)
J

do = ( 1d, ) = Zdyj ® e; +y;V(ej)
J
= Zdyj®ej+yj2wi,j®ei
j i
D’ou :

do(0y,) = Ou, + Z 02, Yi0-;

VU(&%) = Z <8Ikyj€j + Y; Zfﬁjez>

J
D’ou :

~—
=0,

(do = Vo )(Oa,) = Ou, — D _uTF; e
2%

ol (Opys -+ 0p,, 0.0, ) est un repere local de T(Fjyr). On identifie ce champ & son expression
locale en remplacant les coordonnées (y;) de o par les fonctions coordonnées z; de sorte que
zj o 0 = y;. Finalement :

Xjo =0, — Y 2T1,0.,

(2]
Etape 3 : Calcul du crochet
On a :
[Xow Xﬁ] = [aﬂcav aﬂﬁﬁ] - Z[aﬂcav eriﬁ,ja%] - Z[erﬁjazw aﬂcﬁ] + Z [ergjazw erg,lazk]
irj irj i,4kl
B _ B B _ B B
o [0, 2T0,0.] = 0., (zjri,j) 0., + 2T7 [0, 0. = (r o Ou% + 2 O, Fi,j) 0.,

=0

:(zj-a F-6>8zl.

To™ 4,7

i [erzjazi’ 8375] = —[8955, erzqua%] == (P?fj '%+ Zj (‘Lﬁrgj) 9z,

:—(zjﬁ Fq)ﬁzi

g~ 1,

° [szffjazi, zlff7lazk] = 77,0, (lef,l> 0y — zfﬁﬁzk (zjfffj) 0., + zjlefij’,il 0, 05,]

=0
— 210, (D0 Ot 20 0P ) 0oy — 2T (T8 025 + 24+ 0P 0,

- zjrgfjrglai,lazk — zlff-fjf}fﬁk,j@zi



D’ou :

Xor Xl = =32 (axa e - awﬁrgg) 0.+ 3 T Tl 0, =3 T 00,

i, .5,k 1,5,

= =35 (00T = 0,15 ) 0+ D 2T 0. — D 4T 1,0,
1,7 1,5,k 4,7,k

= =32 (00T = 0, T3 ) 0+ 3 2T 0 — D 2T T2
7,7 1,5,k 1,5,k

--Y 5 ((a%rf] aa,ﬁrf]) 3 (rakr —T%, gg)) 9.,
7,7 k

=0 (car V est plate par hypothese!)

Pour mener ce calcul, on remarque que les symboles de Christoffel ne dépendent que des
coordonnées selon z, que les fonctions coordonnées z; sont constantes selon = et que les
dérivations selon les vecteurs de base du repere commutent.

Etape 4 : Frobenius et intégrabilité

Ainsi, D est bien involutive donc intégrable d’apres le théoreme de Frobenius. Ainsi pour
tout x € X, chaque point de la fibre F, est contenu dans une sous-variété intégrale de D
de sorte qu’au voisinage de x chacune de ces sous-variétés soit difféomorphe a X. De plus,
on a (toujours au voisinage de ) une correspondance bijective entre ces sous-variétés et
un voisinage de 0 dans la fibre F,. Ainsi, on obtient une bijection entre les sous-variétés
intégrales et les sections définies au voisinage de x (a une sous-variété intégrale N, on associe
le vecteur v tel que N passe par (x,v) et a une section s telle que s(z) = (z,v), on associe la
sous-variété passant par (z,v)). On peut d’ailleurs remarquer que les sous-variétés intégrales
sont les graphes des sections associées. Or, les sous-variétés intégrales étant tangentes a D,
les graphes des sections le sont également. En particulier ces sections sont donc horizontales
car sans composante verticale.

Etape 5 : Conclusion

Ainsi, par le biais des sous-variétés intégrales, on obtient une correspondance entre les sections
horizontales au voisinage de x et un voisinage ouvert de 0 € C™. Enfin, soient U,V C X
deux ouverts comme ci-dessus tels que z € U NV et (s;), (t;) des bases de sections plates
respectivement sur U et V. Sur U'intersection, on peut exprimer les (¢;) en fonction des (s;).
Il existe donc des fonctions ¢; ; : U NV — End(C™) telles que :

t; = Z ®i;5;
J

Ainsi, on a :

0=Vt; = dei; ®s;+ ¢i;¥s7 = Y dois;
7 j



Donc les ¢; ; sont localement constants.
Finalement, on peut conclure que les sections horizontales forment bien un systeme local
comme annonce.

]
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